Was ist dran am Auswahlaxiom?

Roderich Tumulka

Vom Auswahlaxiom hort und liest man, es sei umstritten und weder be-
weisbar noch widerlegbar. Aber dass man sich deshalb aussuchen kénne, ob
es gilt oder nicht, klingt absurd. Manch eine Vorlesung erkldrt bescheiden,
das XY-Theorem benétige das Auswahlaxiom, doch wird man alleine gelas-
sen mit der Frage, ob das denn hinnehmbar sei oder nicht. Hier soll diskutiert
werden, ob man dem Auswahlaxiom trauen kann.

Zunéchst einmal mochte ich es im folgenden das Auswahlprinzip nennen,
denn eine Aussage ist nicht intrinsisch ein Axiom, genausowenig wie eine Ei-
genschaft von Natur aus eine Voraussetzung ist; vielmehr gibt das Wort ,, Axi-
om* Aufschluss tiber die Weise, wie eine Aussage in einer Theorie benutzt
wird, und das unterliegt unserer Freiheit. Was besagt denn das Auswahlprin-
zip iiberhaupt? Sei M eine nichtleere Menge von nichtleeren Mengen; unter
einer Auswahlfunktion fiitr M versteht man eine Abbildung
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mit der Eigenschaft f(S) € SV S € M. Das heifit, f wihlt aus jeder Menge
S € M eines ihrer Elemente aus. Das Auswahlprinzip besagt, dass zu jeder
nichtleeren Menge von nichtleeren Mengen eine Auswahlfunktion existiert.
Das klingt ja zunéchst mal sehr plausibel. Mir ist kein Vorschlag bekannt,
wie man sich eine Menge vorstellen sollte, die keine Auswahlfunktion besitzt,
und eine solche Vorstellung mochte ich schon verlangen, bevor ich eine so
einleuchtende Aussage ablehne. Beispielsweise iiberzeugen uns vor allem die
Modelle der Hyperbolischen Geometrie als Riemannsche Mannigfaltigkeiten
davon, dass Euklids Parallelenaxiom mit Sinn negiert werden kann.

Aus dem Auswahlprinzip konnte E. Zermelo 1908 einige Aussagen folgern,
die Cantor als Selbstverstédndlichkeiten hingestellt hatte, die aber schon ei-
nes Beweises bediirfen, wie z.B. dass von zwei nicht-gleichméchtigen Mengen
eine méachtiger ist als die andere, oder, dass sich jede Menge wohlordnen
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lasst. (Eine Wohlordnung ist eine Totalordnung, in der jede Teilmenge ein
Minimum besitzt.)

Mir ist aulerdem kein Vorschlag bekannt, was fiir eine Gesetzmafligkeit
denn anstelle des Auswahlprinzips treten kénnte; will heiflen: welche Mengen
besitzen denn eine Auswahlfunktion, wenn nicht alle? Leicht beweisen lésst
sich, dass jedes endliche M eine Auswahlfunktion besitzt (sogar sehr viele),
néamlich so: wenn S nicht leer ist, gibt es ein € S} und folglich eine Aus-
wahlfunktion auf {5}, ndmlich f(S;) = x; gegeben eine Auswahlfunktion f,
auf {S1,...,S,}, so enthilt S,,1 # 0 ein Element z, und

fn+1(Sk) = { . falls f — n i1

ist eine Auswahlfunktion auf {Si,...,S,11}, qed.

Nun, es scheinen doch die Beispiele die allgemeine Hypothese zu bestéti-
gen! Warum also hat irgendwer Zweifel an der Richtigkeit des Auswahlprin-
zips? Erstens lisst sich aus einer Auswahlfunktion fiir Pot(R)\ {()} eine Wohl-
ordnung auf R konstruieren; das Unbehagen entspringt wohl dem Umstand,
dass niemand eine solche Wohlordnung angeben kann. Lebesgue erklérte, nur
dann konne man die Existenz gewisser Objekte behaupten, wenn man sol-
che vorzeigen konne. Ich will dies spater diskutieren. Zweitens folgt aus dem
Auswahlprinzip der

Satz. (Hausdorff, Banach, Tarski 1923-28) Eine dreidimensionale Vollkugel
ohne den Mittelpunkt, K := {z € R3|0 < ||x|| < 1}, léisst sich als Vereinigung
von vierzehn solchen paarweise-disjunkten Mengen A4, ..., A7, By, ..., By schrei-
ben, dass es vierzehn Drehungen o, 3; : R — R3, i =1,...,7, gibt mit der

Eigenschaft K = Jo;A; = B:Bi.

In anderen Worten: durch Zerlegung in (geeignete) vierzehn Teile und
verdrehtes Zusammensetzen kann man aus einer Kugel zwei machen! Das ist
in der Tat kontra-intuitiv. Man mochte doch meinen, dass man durch Ope-
rationen wie Zerlegung in endlich viele disjunkte Teilmengen und Bewegung
nicht mehr herausbekommen kann, als man zu Anfang hatte; genauer: dass
sich das Volumen durch diese Operationen nicht mehren kann. Tatséchlich
zeigt eine rigorose Fassung dieser Argumentation, dass eine Zerlegung der be-
schriebenen Art unmoglich ist — wenn Ay, ..., A7, By, ..., By alle messbar
sind. Anders gesagt: aus dem erwahnten Satz folgt, dass die vierzehn Mengen
eben nicht messbar sind und das Volumenmaf3 auch nicht so erweitert werden



kann (etwa auf alle Teilmengen des R?), dass es invariant unter Bewegun-
gen bleibt. (Ubrigens findet niemand etwas dabei, dass es volumen-dndernde
Zerlegungen in iiberabzéahlbar viele Mengen gibt.)

Ich meine, dass dieser Satz von seiner Unglaubwiirdigkeit verliert, wenn
man seinen Beweis kennt. Ich mochte daher den Beweis fiir einen verwand-
ten, aber einfacheren weil eindimensionalen Satz vorfiihren: es gibt nicht-
messbare Teilmengen von [0, 1]. Fiihre némlich auf [0, 1] die Aquivalenzrela-
tion x ~ y < x —y € Q ein und betrachte eine Auswahlfunktion f auf der
Menge der Aquivalenzklassen. Die Menge S := {f([z])|z € [0,1]} und ihre
abzahlbar vielen Geschwister S 4+ r mod 1 mit » € QQ sind paarweise gleich-
oder-disjunkt, daher erhilt man eine Zerlegung von [0, 1] in abzihlbar viele,
disjunkte Mengen, die durch Translation modulo 1 auseinander hervorgehen.
Wiire S messbar, so wére auch jede andere messbar und hétte dieselbe Léange.
Aus Lange(S) = 0 wiirde folgen Lénge(]0,1]) = 0, aus Léange(S) > 0 wiirde
folgen Lange([0, 1]) = co. Also ist S nicht messbar, ged.

Uberzeugend. Nichts Geheimnisvolles. An dieser Stelle fithren Kritiker des
Auswahlprinzips an, erst das Angeben einer nicht-messbaren Menge mache
deren Existenz plausibel. Wenden wir uns also der Frage zu, was fiir Mengen
man iiberhaupt angeben kann.

Wenn man etwas angeben oder definieren méchte, dann wohl dadurch,
dass man eine Aussage A(x) mit einer Unbekannten nennt, derart dass es
ein und nur ein x gibt, das diese Aussage wahr macht. Wenn man eine for-
male Sprache einfithren mochte, in der sich alles formulieren lésst, was es
uns gewohnlich iiber Analysis zu sagen dréngt, so bieten sich nicht viele
Moglichkeiten: Man muss logische Symbole wie V, 3, AV, = einfiihren, je-
weils abzéhlbar viele Variablennamen fiir Zahlen, Mengen von Zahlen, Men-
gen von Mengen von Zahlen etc. (Abbildungen lassen sich als Mengen von
Paaren auffassen, Paare als (a,b) = {a,{a,b}}), dann mengentheoretische
Symbole €, Pot, schliefilich mathematische Symbole R, 0,1, +, -, —, 7!, < und
vielleicht noch Interpunktionszeichen. Uber die grammatischen Regeln, wel-
che Symbolketten Aussagen darstellen und welche nicht, gibt es auch keinen
Diskussionsbedarf. Beachten Sie nun, dass es nur abzdhlbar viele Symbole
und daher nur abzéhlbar viele Aussagen in einer Unbekannten gibt — und
folglich auch nur abzéhlbar viele Definitionen. Das bedeutet, dass nur die al-
lerwenigsten reellen Zahlen (Mengen von reellen Zahlen, Ordnungsrelationen
auf R etc.) definiert werden konnen; klarerweise gibt es nicht-definierbare
Mengen. Wenn also tatséchlich alle definierbaren Teilmengen von R messbar
sein sollten (was meines Wissens bisher nicht bewiesen ist), so ist das noch
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lange kein Argument dafiir, dass alle Teilmengen von R messbar seien. Es
ist unberechtigt, von einem Existenzsatz die Angabe eines Beispiels zu ver-
langen, denn man denke an die Existenz nicht-definierbarer reeller Zahlen.
1

Es gibt noch einen ganz anderen Aspekt, den wir besprechen miissen, und
der das Auswahlprinzip ohne dessen Schuld in den Geruch von Unzuverléssig-
keit gebracht hat. Dafiir muss ich ein bisschen ausholen: Wenn wir aus der be-
schriebenen Sprache die typisch , reellen* Begriffe wieder entfernen, so konnen
wir immer noch alle gingigen (ausgenommen ein paar Spezialititen aus
Logik und Mengenlehre) mathematischen Aussagen formulieren, indem wir
die géngigen Voraussetzungen immer explizit erwéhnen, etwa (vereinfacht)
,2wenn R ein vollstdndiger archimedisch angeordneter Kérper ist, dann. ..
oder ,aus den Peano-Axiomen folgt. .. “. Man kann von den Aussagen dieser
Rumpfsprache im allgemeinen nicht fragen, ob sie wahr oder falsch sind, denn
ob ,,In der Gruppe G hat jedes Element # 1 Ordnung 2.“ gilt, hingt von G ab,
d.h. von der Interpretation der Konstanten-Symbole (oder der nicht quanti-
fizierten Variablen). Manche Aussagen hingegen sind in jeder Interpretation
wahr, die allgemeingiiltigen Aussagen oder ,, Tautologien der Logik hoherer
Stufe“. Besonderes Interesse verdient folgende Abschwéchung des Interpreta-
tionsbegriffes: wir verlangen von dem Symbol ,,Pot* nicht ldnger, dass es als
Potenzmenge interpretiert wird (wohl aber verlangen wir von den logischen
Symbolen, dass sie wie {iblich interpretiert werden). Dadurch verlieren man-
che Tautologien diesen Status; manche sind aber weiterhin allgemeingiiltig,
die ,, Tautologien der Logik erster Stufe®. Das ist deshalb interessant, weil es
einen Algorithmus gibt, der von einer Aussage A und einer endlichen Sequenz
von Aussagen (B,) stets nach endlicher Zeit sagt, ob er (B,,) fiir einen , Be-
weis® von A héilt, und das ganze so, dass es genau fiir Tautologien der Logik
erster Stufe ,, Beweise“ gibt, die der Algorithmus akzeptiert (Godel 1930). Fiir
die Logik hoherer Stufe gibt es hingegen keinen solchen Algorithmus (Godel
1931). Andererseits sind alle , Interpretationen hoherer Stufe“, in denen die
Peano-Axiome wahr sind (die ja iiber eine unbekannte Menge N sprechen und
eine unbekannte ,, Nachfolger-Abbildung*), isomorph, was uns berechtigt, von

! An dieser Stelle mag Thnen einfallen, man kénnte aus einer Abzihlung der Definitionen
einzelner reeller Zahlen mit dem Cantorschen Diagonalverfahren eine nicht-definierbare
Zahl konstruieren, sogar definieren, was paradox erscheint. Tatséchlich ist aber in der
beschriebenen Sprache nicht formulierbar, was es fiir eine Symbolkette (die etwa durch
Zahlen kodiert ist) heifit, eine Definition zu sein. Denn es ist nicht formulierbar, was es fiir
eine Symbolkette heisst, eine (in R) wahre Aussage zu sein.



der Menge N zu sprechen. Ebenso sind alle Interpretationen hoherer Stufe
von ,,vollstandiger archimedisch angeordneter Korper® isomorph und alle In-
terpretationen hoherer Stufe von geeigneten Mengenlehre-Axiomen. Nicht so
in der Logik erster Stufe: selbst wenn man fiir jede natiirliche Zahl ein eigenes
Symbol in die Sprache einfiihrt, fiir jede Menge von natiirlichen Zahlen ein
eigenes Symbol, fiir jede Menge von Mengen von etc., und selbst wenn man
alle wahren Aussagen tiber N zu Axiomen macht (also nur solche Interpre-
tationen betrachtet, die diese Symbolketten zu wahren Aussagen machen),
selbst dann sind nicht alle Interpretationen isomorph (aufeinander aufbauend
Lowenheim 1905, Skolem 1914, Maltsev 1936).

Nach diesem Logik-Steilkurs zuriick zum Auswahlproblem. Es ist natiirlich,
die Axiome, die fiir Interpretationen hoherer Stufe die richtige Welt festlegen,
zu benutzen und ein Beweisverfahren, bei dem die Giiltigkeit eines Beweises
systematisch nachpriifbar ist. Damit erhélt man aber nicht alle Wahrheiten.
Wir sind daher gezwungen, gelegentlich neue Aussagen ob ihrer Plausibilitét
der Liste der Axiome hinzuzufiigen, obwohl das vom Standpunkt der Logik
hoherer Stufe unnotig ist. Beim Auswahlprinzip ist genau dies der Fall: es ist
nicht mit elementaren Beweisverfahren aus gidngigen Axiomensystemen de-
duzierbar, die ihre Modelle hoherer Stufe bereits eindeutig festlegen (Cohen
1963). Nebenbei bemerkt, gilt das auch fiir Axiome wie das der Existenz von
Vereinigungsmengen, das man vom , héheren“ Standpunkt nicht benéotigt.

Mithin ist das Auswahlprinzip tatséchlich entweder wahr oder falsch, an-
ders als bei Euklids Parallelenaxiom, und wer sich willkiirlich aussucht, das
Auswahlprinzip oder seine Negation als Axiom zu verwenden, lauft Gefahr,
nicht {iber die Mengenlehre, sondern iiber ein Nonstandardmodell im Skolem-
schen Sinne zu sprechen. Es hat schon einen Grund, warum Beweise, die das
Auswahlprinzip benutzen, darauf hinweisen; denn es ist nicht mit Methoden
serster Stufe“ aus den naheliegenden Axiomen zu gewinnen. Deshalb tritt es
auch sténdig als Axiom auf. Zu Unrecht aber erweckt dieser wiederkehrende
Hinweis, wann immer man das Auswahlprinzip benutzt, den Eindruck, mit
dem Auswahlprinzip sei etwas nicht in Ordnung.



